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Az értekezés el®zményei és célja
A játékelmélet közel száz éves történelmének már az elején elkülönült a
kooperatív és nonkooperatív megközelítés. A kooperatív játékokban felté-
telezzük, hogy a játékosok betartják a közöttük született megegyezéseket,
míg a nonkooperatív esetben nem. A nonkooperatív játékok vizsgálatakor
egyensúlyokat keresünk, s a legtöbb ilyen játék megoldását a Nash-egyensúly
(Nash, 1950), vagy annak valamelyik változata adja. A kooperatív játékok-
ban megoldásokat vizsgálunk, de itt nincs a Nash-egyensúlyhoz hasonlóan
egyeduralkodó fogalom. Alapvet®en két megközelítés terjedt el. A Shapley-
érték (Shapley, 1953) és több ehhez hasonló értékfogalom feltételezi a játé-
kosok teljeskör¶ együttm¶ködését. Ezzel szemben a mag (Shapley, 1955) az
egyes játékoscsoportok nonkooperatív szellemiség¶ versengése nyomán kiala-
kult megoldáshalmaz. Ezek mellett számtalan fogalom ismert. Bár a sokszí-
n¶ség örvendetes, valójában ennek els®sorban az az oka, hogy egyik fogalom
sem tökéletes, egyik sem felel meg a megoldásoktól elvárható tulajdonságok-
nak (Zhou, 1994), vagy túlságosan bonyolult. A sokszín¶ségnek egyik oka,
hogy a különböz® megoldások a játéknak más-más értelmezését adják. Meg-
fordítva: az alkalmazott megoldásfogalom függ a modell, a vizsgálat céljától.
Az értekezés sokszerepl®s koalíciós kooperatív játékokkal foglalkozik, me-
lyek a játékosok közötti együttm¶ködés formáját vizsgálják: mely játékosok
alkotnak koalíciót és hogyan oszlik meg közöttük az együttm¶ködés gyümöl-
cse. Ezeket a játékokat hagyományosan karakterisztikus függvény alakban
adjuk meg, azonban ez a játékforma ﬁgyelmen kívül hagyja az együttm¶kö-
déssel járó esetleges külhatásokat, azaz externáliákat. Az externáliás koalí-
ciós játékokat leíró partíciós függvény alak Thrall és Lucas (1963) nem mai
fogalom, de hosszú ideig  mai szemmel nézve  meglehet®sen naív mód-
szerekkel vizsgáltuk ezeket a játékokat: igyekeztünk miel®bb megszabadulni
az externáliáktól, majd a kapott karakterisztikus függvény alakú játékot az
ilyen játékokra ismert módszerekkel oldjuk meg. Chander és Tulkens (1997)
indította el azt a gondolkodást, aminek eredménye egy jelent®sen kib®vült
irodalom és sok új eredmény (Hafalir, 2007; Huang és Sjöström, 2010; Kóczy,
2018b), melyek az externáliákat közvetlenül és stratégiai modellezéssel keze-
lik. A sok új eredmény ugyanakkor különböz® modelleket is takar és ismét
felmerül a kérdés, hogy melyik modellt®l mondhatjuk, hogy kell®en alátá-
masztott és jól használható. Az értekezésben a rekurzív mag (Kóczy, 2007)
tulajdonságait vizsgáljuk, illetve kitérünk az externáliás koalíciós játékok né-
hány alkalmazására.
Az értékek egyik népszer¶ felhasználási területe a szavazók hatalmi be-
folyásának mérése szavazási helyzetekben. El®ször Shapley és Shubik (1954)
alkalmazta a Shapley-értéket egy szavazási helyzetre, mint egyszer¶ játékra.
Egy szavazás is felfogható ugyanis koalíciós játéknak, ahol a szavazók egy
csoportjának értéke 0 vagy 1, attól függ®en, hogy a csoport képes-e döntést
hozni. Ilyen szavazási helyzet egy parlament, ahol az egyes frakciók alkotják
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a szavazókat, s a frakciók egyes csoportjai pedig a nyer®, vagy veszt® koa-
líciókat. Egy hatalmi mérték a szavazók a priori hatalmi befolyását, vagy
a befolyásból való részesedését mutatja meg, azaz a hatalmi mértékek nem
veszik ﬁgyelembe az egyes frakciók ideológiai, vagy éppen stratégiai összefér-
hetetlenségét. A hagyományos megközelítés abból a szempontból is furcsa,
hogy maximálisnak veszi az 50% feletti részesedéssel rendelkez® pártok, vagy
akár kormányok hatalmi befolyását. Talán meglep®, de a többségi kormányok
ellenében is rendszeres, ha nem is gyakori az ellenzéki kezdeményezések si-
kere, erre még Magyarországon is akad néhány elszórt példa. Itt most nem
azokra az esetekre gondolunk, amikor a kormány egy ellenzéki javaslatot ka-
rol fel, hanem azokra, amikor a hiányzó, vagy akár renitens képvisel®k miatt
váratlanul többségbe kerül az ellenzék. Az általánosított szavazási játékok
ﬁgyelembe veszik a hiányzásokat és ezzel sokkal árnyaltabb képet kaphatunk
a parlamenti er®viszonyokról. Az értekezésben három ilyen kiterjesztést is
vizsgálunk.
Mindkét megközelítés megjelenik az értekezésben: el®ször partíciós függ-
vény alakú játékok magját vizsgáljuk, majd rátérünk a hatalmi indexek vizs-
gálatára. Minkét részre érvényes, hogy bár az értekezés f® eredményei elméleti
természet¶ek, több alkalmazással is igazoljuk a bemutatott elméleti módsze-
rek alkalmazhatóságát.
1. Az értekezés felépítése
Az értekezés három f® részre tagolódik. Az els® egy rövid bevezet®. Áttekint-
jük az értekezés érdemi részében használt fogalmakat. A matematikai jelölé-
sekkel kezdjük, rátérünk a nonkooperatív játékelméletre, majd a kooperatív
játékelmélettel zárjuk az összefoglalót. Ennek a rövid fejezetnek a célja, hogy
az értekezés különösebb el®képzettség nélkül minden olvasó számára elérhe-
t® legyen, törekedtünk arra, hogy az értekezésen belül deﬁniáljunk minden
használt fogalmat.
A következ® négy fejezetb®l álló, második rész externáliás, partíciós függ-
vény alakú játékokkal (Thrall és Lucas, 1963) foglalkozik. Mivel ezek a já-
tékok kevésbé ismertek, a kapcsolódó fogalmakat, tulajdonságokat nagyobb
részletességgel mutatjuk be. Ez a fejezet els®sorban Kóczy (2007) és Kóczy
(2018b) eredményein, illetve összefoglalásán alapul. Jelent®s saját jelölést
igényel és ezért külön fejezetbe került a rekurzív magnak a Kóczy (2015) által
bevezetett általános implementációja. Két területen alkalmaztuk a partíciós
függvényt alkalmazásokban, így külön fejezetben tárgyaljuk a környezetvé-
delmi és a hálózatos alkalmazásokat. Kóczy (2018b) további, piacelméleti,
mérnöki és egyéb alkalmazásokat is tárgyal, de ezekre itt most nem térünk
ki.
Az utolsó fejezet hatalmi indexekkel foglalkozik. Külön fejezetben tár-
gyaljuk a kapcsolódó elméleti eredményeket: A szavazási játékok bevezeté-
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se után négy olyan irányt mutatunk be, melyek különböz® szavazási hely-
zetekben jelent®sen javítják a modell prediktív képességét. Az els® modell
közvetlenül a szavazási szabályokból vezeti le a hatalmi indexeket. A meg-
közelítés eleganciáján túl ez a megközelítés lényesen leegyszer¶síti bizonyos
sokszerepl®s szavazási helyzetek hatalmi indexeink kiszámítását. A második
modellben az egyes szavazók valójában több képvisel®b®l álló szavazócsopor-
tok, vagy frakciók. A hagyományos irodalom az ilyen helyzeteket súlyozott
szavazási játékként modellezi, ahol a csoportok súlyát természetesen adja a
csoporthoz tartozó képvisel®k száma. Gyakorlatilag a képvisel®k nem mindig
vesznek részt a szavazásban, s a hiányzások miatt módosulnak a szavazási
súlyok.
A következ® két alfejezet a hatalmi indexek egyik alapfeltételezést igyek-
szik feloldani két különböz® megközelítéssel. A hatalmi indexek és általában
a hatalmi mértékek a priori mértékek, azaz a nyer® koalíciók alakításának
matematikai lehet®ségét vizsgálják, miközben ﬁgyelmen kívül hagyják a sza-
vazók szándékát, vagy politikai irányultságát. Utóbbit a szavazók politikai
álláspontjának ﬁgyelembevételével modellezzük: a játékosokat egy kétdimen-
ziós politikatérben helyezzük el és efölött, mint konvex geometria fölött ér-
telmezzük a szavazási játékot. A második modellben nem ideológiai, hanem
stratégiai okokból jönnek létre bizonyos koalíciók, míg más koalíciók létre-
jöttét megakadályozzák bizonyos tagjaik.
Az értekezést a hatalmi indexek egyik népszer¶ alkalmazása zárja: az
Európai Unió tagországainak hatalmi befolyását vizsgáljuk az Európai Unió
Tanácsában (korábbi nevén a Miniszterek Tanácsában). A Tanács egy igen
összetett döntési mechanizmust alkalmaz, melyben egy koalíciónak több is-
mérv szerint is  min®sített  többséget kell alkotnia. Bemutatjuk a Lissza-
boni Szerz®désben bevezetett döntési mechanizmust, az új mechanizmus ha-
tását hosszú és rövid távon is. Az új mechanizmus érdekessége, hogy a ko-
rábbiakkal ellentétben objektív paramétereken alapszik (a tagországok száma
és népessége), ami lehet®séget ad a különféle b®vítési (vagy éppen kilépési)
szcenáriók elemzésére: hogyan változnak a hatalmi viszonyok a tagorszá-
gok változásakor. A kérdés az Egyesült Királyság kilépése, a brexit kapcsán
vet®dik fel, de egyrészt az euroszkeptikus mozgalmak több tagállamban is
meger®södtek, másrészt az uniós szankciók között szerepel a tagok jogainak
korlátozása, beleértve a szavazati jogot is, így nem kizárt, hogy a brexitet to-
vábbi kilépések, vagy  legalábbis a Tanácsból való  kizárások követhetik.
A szavazási játék megváltozása a hatalmi indexek változását is eredményez-
heti és a változás bizonyos országoknak el®nyös, másoknak hátrányos lehet.
Az utolsó eredmények ezeket a hatásokat vizsgálják.
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2. Az értekezés f®bb eredményei
Az eredmények bemutatása el®tt bevezetünk néhány fogalmat és jelölést.
A nonkooperatív játékok legfontosabb megoldásfogalma a Nash-egyensúly
(Nash, 1950), mely egy olyan stratégiavektor, hogy minden játékos stratégi-
ája legjobb válasz a többi játékos stratégiájára. Így a játékosok akkor is a
mash egyensúlyhoz tartozó stratégiát választják, ha erre semmi nem kény-
szeríti ®ket. Minden véges játéknak van (kevert) Nash-egyensúlya, de lehet
több, akár végtelen sok is. Extenzív alakú játékokkal modellezzük a játéko-
sok egymást követ® döntéseit. Egy ilyen játékban egyes Nash egyensúlyok
félrevezethet®k lehetnek, ezért csak részjáték-tökéletes egyensúlyokat (Sel-
ten, 1965) keresünk. Ezekre teljesül, hogy olyan egyensúlyi viselkedést írnak
el®, hogy az megfelel egy döntési pontban kezd®d® részjátékot önálló játék-
ként kezelve, az erre a játékra meghatározott egyensúly által el®írt dönté-
sekkel (feltételezve, hogy a döntési helyzetet csak egyféle döntési sorral lehet
elérni)
Egy átruházható hasznosságú karakterisztikus függvény alakú játékot egy
(N, v) párral írunk le, ahol N a játékosok halmaza, v pedig egy karakterisz-
tikus függvény, mely minden C koalícióhoz egy valós számot rendel. A já-
tékosok diszjunkt halmazokra való bontását partíciónak nevezzük; az egyes
halmazokat pedig beágyazott koalícióknak nevezzük. A partíciókat kalligra-
ﬁkus P,Q, stb. jelöli, halmazukat Π, míg a beágyzott koalíciókat egy (C,P)
koalíció-partíció párral jelöljük. Egy (N,V ) partíciós függvény alakú játék
a játékosok már ismert N halmaza mellett egy V partíciós függvényb®l áll,
mely a beágyazott koalíciók E halmazához rendel egy valós számot. Bármely
x kiﬁzetésvektor és S halmaz esetén x(S) =
∑
i∈S xi.
Alapvet®en két megközelítést alkalmazhatunk egy kooperatív játék meg-
oldásakor. Az értékek a kiﬁzetések igazságos elosztását vizsgálják. Legismer-
tebb példa a Shapley-érték (Shapley, 1953), mely a játékosoknak az összes
permutáció felett vett átlagos határhozzájárulása. A Shapley-érték egy in-
tuitív, er®s elméleti háttérrel megalapozott (Pintér, 2009) megoldásfogalom,
amit széles körben alkalmaznak különböz® elosztási problémákban (Csóka,
2003; Balog et al, 2011; Kovács és Radványi, 2011; Pintér, 2007). Az érteke-
zésben ezt a megközelítést egy speciális elosztási problémára alkalmazzuk:
szavazási helyzetekre. A Shapley-Shubik-index (Shapley és Shubik, 1954) a
Shapley-érték alkalmazása egyszer¶ játékokra. Itt a kiﬁzetés maga a hata-
lom, amit a szavazó döntésbefolyásoló-képessége révén birtokol. A Shapley-
Shubik-index és más, úgynevezett p-hatalmi mértékek esetén a hatalom egy
pénzjutalomból való részesedést is kifejez.
A másik megközelítés dominancia alapú, itt a legismertebb fogalom a
mag (Shapley, 1955). Az x kiﬁzetésvektor eleme az (N, v) játék magjának,
ha egyénileg elfogadható, azaz xi≥x ({i}), ha csoportosan elfogadható, azaz
x(S)≥ v(S) és hatékony, azaz x(N) = v(N). Koalíció-struktúrás játékokban
(x,P) kiﬁzetésvektor-partíció párokat vizsgálunk, s itt az utóbbi feltétel úgy
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módosul, hogy x(C) = v(C) minden C ∈ P koalícióra. Partíciós függvény
alakú játékokra nehéz hasonló feltételeket szabni, hiszen egy koalíció éréke
függ a befogadó partíciótól, illetve az arról való vélekedést®l is. Az α- (Au-
mann és Peleg, 1960) illetve ω- (Shenoy, 1979) megközelítés szerint C tagjai
rendre a számukra legrosszabb, illetve legkedvez®bb partícióval számolnak; a
γ- és az s-megközelítés (singleton expectations) szerint (Mäler, 1989; Rajan,
1989; Chander és Tulkens, 1997) a többi koalíció szétesik, az m-várakozások
(merge expectations) szerint (Maskin, 2003; Hafalir, 2007; Ambec és Ehlers,
2008; McQuillin, 2009) összeolvad, míg a δ-modell (Hart és Kurz, 1983) sze-
rint éppen hogy nem tesz semmit, marad változatlan. Az r- és a rekurzív
mag hasonló, endogén koalíciós szerkezetet feltételez (Huang és Sjöström,
2003; Kóczy, 2007). Bár az utóbbiak a probléma sokkal átfogóbb, kevésbé
önkényes értékelését adják, azt, hogy melyik megoldásfogalom a legmegfe-
lel®bb, a tulajdonságaik beható vizsgálata alapján mondhatjuk ki. Erre az
egyik ismert megközelítés a megoldások axiomatikus karakterizációja: egy
megoldás kézenfekv®, ha egyértelm¶en meghatározza néhány vitán felül ál-
ló, alapvet® tulajdonság. Bloch és van den Nouweland (2014) eredménye a
δ-megközelítésre mutat ilyen eredményt, de sajnos a felhasznált tulajdonsá-
gok kevésbé elemiek, ami sokat levon a karakterizáció erejéb®l. Kóczy (2009,
2015), illetve Huang és Sjöström (2006, 2010) a másik utat választották és
egyre általánosabb esetekre igazolták, hogy a rekurzív, illete az r-mag egy
természetes alkufolyamat eredménye.
2.1. A rekurzív mag implementációja
Nash (1953) indította el azt a programot, melynek keretében a gyakran na-
gyon absztrakt kooperatív megoldásfogalmakat az egyes játékosok stratégiá-
it, döntéseit feltáró nonkooperatív modellekkel támasztjuk alá. A megoldás
implementációja révén egyesíthetjük a két világ el®nyeit : a nonkooperatív
precizitást a kooperatív egyszer¶séggel és eleganciával.
Az alkalmazott implementációs modell Rubinstein (1982) váltakozó aján-
lattételi modelljének többszerepl®s általánosításán (Chatterjee, Dutta, Ray,
és Sengupta, 1993) alapszik. A modell lényege nagyon egyszer¶ és intuitív.
Egy játékos javaslatot tesz egy koalíció alakítására. A javaslat megnevezi a
koalíció tagjat és tartalmazza a a koalíciós kiﬁzetés szétosztásának elvét. A
megszólított játékosok sorra döntenek a javaslat elfogadásáról. Ha mind elfo-
gadják, a koalíció megalakul és a játék a maradék játékoshalmazzal folytató-
dik. Ha valamelyik játékos elutasítja, akkor ez a játékos theet új javaslatot.
Mivel kiﬁzetést csak a koalíciót alakító játékosok kapnak, az alkufolyamat
véget ér. A játék stacionárius, azaz az id®t®l nem, csak a játék állásától függ®
részjáték-tökéletes egyensúlyait keressük. A megszorítás oka, hogy ha megen-
gedünk nem stacionárius stratégiákat is, akkor szinte bármit el®álíthatunk.
A rekurzív mag implementációja (Kóczy, 2015) a fenti modell Perry és
Reny (1994) nyomán módosított folytonos változatán alapszik. A játékosok
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bármely id®pillanatban theetnek ajánlatot, de egyszerre csak egy él® ajánlat-
tal számolunk, theát aki elfogadhatónak tartja az ajánlatot, annak gyorsan
kell reagálnia. Az implementációnak három f® eleme a következ®.
Részpartíciók kiﬁzetése  A partíciós függvény alakú játékokban egy ko-
alíció kiﬁzetését csak a teljes partíció ismeretében adhatjuk meg, azonban
már egy részpartíció ismerete is ad egy alsó korlátot az eléret® kiﬁzetéshez.
Ezt, mint garantált kiﬁzetést, kiosztjuk a koalícióknak, s minden újabb kilé-
péskor kiegészítjük.
Alternatív történelmek  Az egyensúlyi stratégiák ereje onnan ered, hogy
a játékosok veszítenek azzal, hogy eltérnek az egyensúlytól. Ez a veszteség
a játék folytatásán is múlhat és bizonyos esetekben csak akkor biztosítható,
hogy a deviánsok rosszul járjanak, ha a folytatás függ a korábbi lépésekt®l 
például attól, hogy kit is tekintünk deviánsnak. Sajnos a stacionárius straté-
giák nem engedik meg azt, hogy a döntéseink a múltbéli dolgokon múljanak,
a múlt ismerete nélkül kell döntést hozni. Azt a meglep® eredményt kapjuk,
hogy teljesen mindegy, hogy mit hiszünk a múltról, a deviánsok számára
elegend® visszatartó er®, hogy a maradékjátékosok esetleg eltalálják a valódi
történelmet.
Részjáték-konzisztens egyensúly  A korábbi eredmények (Kóczy, 2009;
Huang és Sjöström, 2010) megmutatták, hogy a tökéletesen kiegyensúlyozott
játékokban a részjáték tökéletes egyensúlyok implementálják a magot. A nem
tökéletesen kiegyensúlyozott játékokban bizonyos részjátékok magja üres,
így az eredmény alapján itt nincsenek részjáték tökéletes egyensúlyok. Ez
elég rossz hír, hiszen ekkor az eredeti játékban sincsenek részjáték-tökéletes
egyensúlyok. Ha azonban az egyensúlyi viselkedés közvetlen környezete biz-
tosítja az egyensúlyban maradást, a többi játék valójában irreleváns. Az
általunk bevezetett részjáték-konzisztens egyensúlyban csak a releváns rész-
játékokban követeljük meg a tökéletességi feltételt. Így minden részjáték-
tökéletes egyensúly részjáték-konzisztens is, de a fordítottja nem igaz.
Ezek alapján kimondhatjuk az alábbi tételt.
1. Tétel. (Kóczy, 2015, 1. tétel) Vegyünk egy tetsz®leges (N,V ) partíci-
ós alakú játékot! A játék C(N,V ) rekurzív magja egybeesik a stacionárius-
következetes egyensúlyi kiﬁzetés-konﬁgurációk Ω∗(N,V ) halmazával.
A bizonyítás alapja egy indukció a játékosok számára. A triviális eset és
az induktív feltevés után belátjuk, hogy minden ilyen egyensúlyi kiﬁzetés-
konﬁguráció eleme a magnak és fordítva. El®bbinél az elhajlások diszkutálása
a feladat, míg a fordított irányban egy optimális büntet® stratégia segítsé-
gével konstruálunk a célnak megfelel® egyensúlyi stratégiát.
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2.2. Környezetvédelmi alkalmazások
A partíciós függvény alakú játékok alkalmazásának természetes területe a
környezetvédelem. Itt két területen mutatunk be saját eredményeket.
A közlegel®k problémája az egyik általánosan ismert játékelméleti prob-
léma, ahol az egyén önz® érdeke ütközik társadalom érdekével. Az eredeti
modell szerint a juhászok minél több juhot szeretnének legeltetni, de a le-
gel® egy id® után már nem nyújt elegend® táplálékot az állatoknak, s így a
b®vülés csak a többi állomány terhére lehetséges. Funaki és Yamato (1999)
a problémát egy halászati modellben vizsgálta, ahol a legel® egy tónak, és
annak halállományának felel meg, s ezt fogyasztják a halászok. A termelé-
si függvény szerint a halászok összesített (költséges) er®feszítése csökkenti
mindenkinek a fogását, míg az egyéni er®feszítés az egyén fogását növeli.
A modell kooperatív, így lehet®ség van halásztársaságokat alakítani, hogy
az er®források közös, felel®s használatával a tagok összes hasznosságát nö-
veljék. A f® kérdés az, hogy létrejön-e, illetve stabil marad-e a társadalmi
jólétet maximalizáló nagykoalíció. Funaki és Yamato (1999, 3. tétel), igazol-
ja, hogy a halastavi játék α-magja nemüres. Felmerülhet kérdésként, hogy
mennyire speciáls ez az eredmény az α-magra, más, kiﬁnomultabb módsze-
rek esetén is hasonló eredményt kapunk-e. Háromféle termelési függvényt
vizsgáltunk, melyek mind teljesítik Funaki és Yamato (1999) feltételeit és
eszerint az alábbi tétel mondható ki.
2. Tétel. (Kóczy, 2018b, 12.3 rész) A halastavi játék magja érzékeny a vi-
selkedési feltételezésekre.
3. Következmény. (Kóczy, 2018b, 12.3 rész) A közlegel®k tragédiája álta-
lában nem elkerülhet®.
Ez azt jelenti , hogy Funaki és Yamato (1999) játékosainak pesszimizmusa
nem mindig megalapozott, minden függvényre találtunk olyan paramétert,
amikor a nagykoalícióból kiváló koalíció jobban jár a koalíción kívül.
Az ENSZ halállományokról szóló megállapodása (United Nations, 1995)
a határokon túlnyúló halállományok közös kezelését írja el®. Felmerül a kér-
dés, hogy megvalósítható-e az ilyen együttm¶ködés. Ezt vizsgálja Pintassilgo
(2003) és Pintassilgo és Lindroos (2008), azonban eltekintenek a koalíciókon
belüli alkudozástól és egy önkényes termelési függvény helyett egy komplex
bio-ökonómiai modellt használnak, mely a halászat sikerességét a halállo-
mány méretéhez kapcsolja, ami viszont a halászat és a halállomány termé-
kenysége függvényében dinamikusan változik. A halászat intenzitása függ a
játékosok alkotta koalícióktól, s az externáliák, illetve a koalíciókban való
egyenl® elosztás miatt egy személyenkénti partíciós függvényt kapunk. Pin-
tassilgo (2003) és Pintassilgo és Lindroos (2008) a játék δ-magját vizsgálják
azaz feltételezik, hogy egy kilépés nem változtatja meg a maradékjátékosok
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Beágyazott koalíció Kiﬁzetés
(3, {3}) 4,69
(2, {2,1}) 3,13
(1, {2,1}) 6,25
(1, {1,1,1}) 3,52
1. táblázat. Példa az egyénenkénti partíciós függvény kiﬁzetéseire az túlnyúló
halállományok problémájában
kapcsolati viszonyait. Tekintve, hogy a játékot pozitív externáliák jellem-
zik, a nagykoalíció stabilitása szempontjából ez a megközelítés ekvivalens
az ω-maggal. Mivel ez a megközelítés kedvez® az elhajlások szempontjából,
kedvez®tlen a mag stabilitása szempontjából : ritkán lesz nemüres. Pintassil-
go (2003) és Pintassilgo és Lindroos (2008) eredményei ennek megfelel®en
negatívak. Megmutatják, hogy a nagykoalíció csak két játékos esetén eleme
a magnak, egyébként pedig szinglikb®l áll minden stabil partíció.
Kóczy (2018b) megállapította, hogy az eredmény érzékeny a viselkedési
feltételezésekre. A Pintassilgo és Lindroos (2008) által bemutatott példában
(1) ráadásul a δ-viselkedés teljesen irracionális, ellenkezik a maradékjátéko-
sok érdekeivel : egy szingli kilépése esetén a maradék két játékos is szingliket
alkot, s így az eredeti kilép® rosszul jár a kilépéssel, s a (rekurzív) mag stabil.
Bár az eredmény nem terjed ki sem tetsz®leges számú játékosra sem minden
játékra, optimizmusra ad okot, hogy a korábbinál sokkal kiterjedtebb együtt-
m¶ködés is lehetségesnek t¶nik. Ráadásul mindez független a rekurzív magon
belüli viselkedési feltételezésekt®l : az optimista és pesszimista rekurzív ma-
gok egybeesnek.
2.3. Hálózati alkalmazások
A hálózatok az externáliák terjedésének természetes csatornái, hiszen az egy-
azon hálózatot használó játékosok között zsúfoltság léphet fel, a mi késedel-
met, vagy akár a forgalom korlátozását is jelentheti. Itt a villamosenergia-
hálózatok példáját tekintjük.
A Csercsik és Kóczy (2012, 2017) által bemutatott ﬁzikai-gazdasági mo-
dell nagyfeszültség¶ villamosenergia-hálózatokat vizsgál. Mivel a villamos-
energia nehezen tárolható, a termelés és a fogyasztás mindig egyensúlyban
kell, hogy legyen. Az irányítás egyszer¶sítése céljából a hálózat szerepl®i,
a fogyasztók és a generátorok kisebb csoportokat, úgynevezett mérlegkörö-
ket alkotnak és a termelés/fogyasztás egyensúlyát már ezeken a csoportokon
belül biztosítják.
A villamos hálózatot a csomópontok termelési kapacitása illetve ideális
(maximális) fogyasztása, illetve a vezetékek szállítási kapacitása és szusz-
ceptanciája (gyakorlatilag: vezet®képessége) írja le, sa szerz®k egyszer¶sítve
egyenáramú hálózatként kezelik. A szabályozó az össztermelést maximalizál-
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ja minden lehetséges mérlegkör-struktúrára, azaz partícióra s a generátorok
és fogyasztók az ehhez tartozó termelési és fogyasztási értékeket élvezhetik.
Így a termelés, illetve fogyasztás volumenjének megválasztása nem stratégiai
kérdés, s mivel az áramfolyamokat a hálózat ﬁzikai paraméterei határozzák
meg, a játékosok döntései a mérlegkörök alakításában merülnek ki és ezt
egy partíciós függvény alakú játékkal célszer¶ modellezni. Csercsik és Kóczy
(2012, 2017) az alábbi  részben meglep®  megﬁgyeléseket teszi :
4. Állítás. A partíciós függvény alakú játék kohéziós.
5. Állítás. Ha az optimális folyamokat nem a vezetékek szállítási kapacitás-
korlátai korlátozzák akkor a koalíciók összeolvadása szuperadditív, egyébként
lehet szubadditív.
6. Állítás. A koalíciók összeolvadása járhat pozitív externáliákkal.
7. Állítás. Az egyszer¶ rekurzív mag lehet üres.
A megﬁgyelések gyakorlati következménye, hogy például több ország vil-
lamos hálózatának összekapcsolása és közös optimalizálása nem feltétlenül
el®nyös minden érintett számára és bár a játék kohéziós, azaz a nagykoalí-
ció a hatékony struktúra, a szerzett el®nyök elosztása után is maradhatnak
elégedetlen országcsoportok.
2.4. A hatalmi indexek tulajdonságai
A csak 0 vagy 1 kiﬁzetést megenged® egyszer¶ játékok jól modellezik a biná-
ris kimenetel¶ szavazási helyzeteket: egy koalíció értéke pontosan akkor 1, ha
képes döntést hozni. Ha minden hatalom egy döntéshozó kezében összpon-
tosul, akkor az összes hatalommal ez a szavazó rendelkezik. Az érdekesebb
helyzetekben a döntések több szavazótól is függenek, s a hatalmi indexek arra
adnak a priori el®jelzést, hogy a hatalom hogyan oszlik meg a döntéshozók
között. Miel®tt az indexek a priori jellegére térnénk, az els® eredmények a
szavazási helyzet megadásával kapcsolatosak.
2.4.1. Hatékony számítás Harsányi-osztalékokkal
Egy szavazási játékot közvetlenül a nyer® koalíciókW halmazának megadásá-
val deﬁniálhatunk. Ez azonban nem egy túl hatékony megközelítés, ha, mint
az Európai Unióban sok milliárd lehetséges koalícióval kell számolnunk, rá-
adásul a játék megoldásakor még ezzel hatalmas halmazzal kell dolgoznunk.
Tekintettel arra, hoy egy nyer® koalíció b®vítése nyer® marad, elegend® a
legkisebb nyer® koalíciókat felsorolni. Lange és Kóczy (2012) javaslatot tesz
egy új formulára, melynek segítségével a htalmi indexek közvetlenül a legki-
sebb nyer® koalíciókM halmazából is kiszámítható. A megoldás egy elegáns,
új megközelítést ad, ami bizonyos játékosztályokon a hatalmi indexek sokkal
hatékonyabb kiszámítását teszi lehet®vé.
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Ehhez a játékok Harsanyi (1963) által bevezetett megjelenítését használ-
juk. Harsanyi (1963) a C koalíció kiﬁzetését három összetev®re bontja: a
tagok saját értéke, a részkoalíciók hozzáadott értéke és végül a C koalíci-
óval létrejöv® együttm¶ködés által hozzáadott ∆v(C) érték, a C Harsányi-
osztaléka, ahol ∆v(C) =
∑
S⊆C(−1)|C|−|S|v(S). Ekkor
8. Állítás. (Lange és Kóczy, 2012) A v szavazási játékra
v =
∑
S⊆M(v):S6=∅
(−1)|S|−1uSˆ . (1)
Ekkor a Shapley-Shubik és Banzhaf értékek (Penrose, 1946; Banzhaf,
1965; Coleman, 1971) felírhatók az alábbiak szerint.
9. Tétel. (Lange és Kóczy, 2012) Egy (N, v) szavazási játékra és bármely
i ∈N játékosra,
Shi(v) =
∑
S⊆M(v):S6=∅
(−1)|S|−1 ·ei(Sˆ)
|Sˆ| , (2)
Bzi(v) =
∑
S⊆M(v):S6=∅
(−1)|S|−1 ·21−|Sˆ| ·ei(Sˆ), (3)
ahol Sˆ =⋃T∈S T , e pedig egy tagsági függvény.
Ezek a kifejezések azonban sok felesleges ismétlést is tartalmaznak, s
a Harsányi osztalékokkal egy sokkal hatékonyabb formulát is felírhatunk.
Legyen M = {Sˆ : S ⊆ M(v),S 6= ∅} ! Ekkor v = ∑T∈M(v) ∆v(T )uT és az
alábbi kövekezményt is kimondhatjuk.
10. Következmény. (Lange és Kóczy, 2012)
Shi(v) =
∑
T∈M(v):i∈T
∆v(T )
|T | , (4)
Bzi(v) =
∑
T∈M(v):i∈T
∆v(T ) ·21−|T |. (5)
Azokra a játékokra, ahol M ( W a fenti formula hatékonyabb, de a
különbség akkor igazán jelent®s, ha bizonyos játékosok szimmetrikusak. Sza-
vazási helyzetekben meglep®en gyakoriak a szimmetrikus helyzetek  elég
egy társasházi közgy¶lésre gondolni, ahol a típuslakások tulajdonosai mind
azonos szavazati súllyal rendelkeznek.
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2.4.2. Parlamenti szavazás hiányzókkal
Ha szavazásra gondolunk, gyakran az Országgy¶lés, vagy más képvisel®tes-
tület jut az eszünkbe. Itt a képvisel®k pártok szerint frakciókba tömörülnek
és az egyes frakciókba tömörül® képvisel®k együtt szavaznak. Az ilyen szava-
zási helyzetek felfoghatók egy súlyozott szavazási játékként, ahol a játékosok
a pártok, súlyukat természetesen adja a képvisel®k száma, végül egy koalíció
akkor nyer®, ha a képvisel®k összlétszáma meghaladja a szavazási szabályban
el®írt küszöböt. Így, ha egy párt eleve a képvisel®i helyek 60 százalékával ren-
delkezik, akkor minden hatalom a kezében van, de ez igaz 90 és 51 százalék
mellett is. A gyakorlatban mégsem mindegy, hogy a küszöböt mennyivel lépi
át a koalíció. Ennek oka lehet a képvisel®k elvándorlása, de Kóczy és Pin-
tér (2011b,a) azt vizsgálja, hogy a képvisel®k hiányzása hogyan befolyásolja
a hatalmi viszonyokat. Szemben Laruelle és Valenciano (2012) modelljével
feltételezzük, hogy a hiányzás nem szándékos, az oka betegség, vagy valami-
lyen elfoglaltság. A hiányzások függvényében megváltoznak a pártok súlyai
és esetleg a küszöb is, így az sem lehetetlen hogy egy kisebbségi koalíció (re-
latív többséget szerezzen). A modell speciális eseteként feltételezzük, hogy
minden képvisel® azonos, p valószín¶séggel vesz rész a szavazáson.
11. Állítás. Abszolút többség esetén egy C koalíció értéke
v˜(C) =
w(C)∑
i=q
(
w(C)
i
)
pi(1−p)w(C)−i, (6)
ahol q a szavazási küszöb, w a játékosok súlyvektora, w(C) =
∑
i∈C
wi.
12. Állítás. Relatív többség esetén egy koalíció értékét az alábbi kifejezés
adja:
v˜(S) =
w(S)∑
i=1
⌊
1−ρ
ρ
i
⌋∑
j=0
(
w(S)
i
)
pi(1−p)w(S)−i
(
w(N)−w(S)
j
)
pj(1−p)w(N)−w(S)−j
=
w(S)∑
i=1
⌊
1−ρ
ρ
i
⌋∑
j=0
(
w(S)
i
)(
w(N)−w(S)
j
)
pi+j(1−p)w(N)−(i+j),
(7)
ha ρ a relatív szavazási küszöböt jelöli.
Az általánosított szavazási játékok hatalmi indexét egy tetsz®leges κ ha-
talmi indexb®l κ˜(v˜) =
∑
v∈Γˆ0
p(v)κ(v) adja.
13. Tétel. (Kóczy és Pintér, 2011b) Az általánosított súlyozott szavazási
játékok Γ˜ osztályán a φ érték pontosan akkor teljesíti a Hatékonyság, Szim-
metria és Marginalitás axiómákat, ha φ= Φ, azaz a Shapley-érték.
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A hiányzási statisztikák alapján így pontosabb becslést adhatunk a par-
lamenti er®viszonyokra, s különbséget tehetünk többség és többség között:
míg az egyiknél a többség szinte garantált, a másiknál kevésbé. Így például
 a kétharmados törvényeket tekintve  a Horn-kormány többsége megin-
gathatatlan volt, a 2010-es Orbán kormány kb. 0,55% eséllyel nem tudott
döntést hozni. Érdekes, hogy ugyanazon létszámarányok mellett, a mai, ki-
sebb parlamentben ugyanez az érték 3,5%.
2.4.3. Konvex játékok
A hatalmi indexek egyik kritikája, hogy az elemzés során minden koalíciót
ﬁgyelembe veszünk. Ennek magyarázata, hogy az értékek a priori, azaz a
szavazás tárgyának ismerete el®tti befolyást mutatnak. A valóságban a sza-
vazók bizonyos ismert jellemz®i meghatározók lehetnek a szavazási kérdések-
ben. Megoldást jelenthetnek a konvex geometriák felett értelmezett szavazási
játékok (Bilbao és Edelman, 2000; Bilbao, Jiménez, és López, 1998).
Kóczy és Sziklai (2015) egy kétdimenziós politikateret feltételez, melyben
csak konvex koalíciókat engedünk meg, bár nem euklideszi értelemben: ha
i, j, k, l∈C (nem feltétlenül különböz®) és az m játékosra teljesül, hogy ix≤
≤ mx ≤ jx és ky ≤ my ≤ ly akkor m ∈ C és azokat a koalíciókat, amire ez
nem teljesül, egyszer¶en kizárjuk. Itt is azok az esetek az érdekesek, amikor
egy szavazó nyer® koalícióból való kilépése után a koalíció már nem nyer®.
Ez elvileg kétféleképpen is lehetséges: a kilépés után a koalíció konvex, de
már nem nyer®, vagy ha a koalíció elveszíti konvexitását. Utóbbi azonban
lehetetlen, hiszen a konvexitás lényege éppen az, hogy a politikatérben való
elhelyezkedés meghatározza a szavazatokat. A konvexitás csak úgy maradhat
meg, ha a koalíció tagjait a koordinátarendszerben jelképez® pontok által
feszített téglalap körvonaláról lép ki az egyik (feszít®) pont, illetve a megfelel®
játékos.
Kóczy és Sziklai (2015) egy szimmetrikus példát vizsgál, ahol a játékosok
csak a politikai preferenciájukban különböznek, így egyrészt csak a legkisebb
nyer® koalíciókban vannak kritikus játékosok, másrészt ezekbne minden kör-
vonalon elhelyezked® szavazó kritikus, majd megad egy algoritmust, amivel
gyorsan kiszámítható, hogy melyik játékos hányszor kritikus.
Kevés olyan szavazási helyzet van, ahol a képvisel®k nem alkotnak azon-
nal pártokat, viszont preferenciáik jól ismertek. Egy ilyen érdekes szavazási
helyzet a pápíválasztáskor összeül® Konklávé. Tagjai a 70 év alatti bíboro-
sok: mind jól ismert közéleti személyek, akiknek a megnyilatkozásai közis-
mertek. A XVI. Benedek pápa lemondása után összeül® Konklávé körül a
nagy kérdés az volt, hogy a konzervatívnak mondott Benedek után újra egy
konzervatív pápa lesz-e, illetve, hogy elérkezett-e az ideje egy tengeren túli,
például afrikai pápának, vagy Róma püspöke olasz lesz mint oly sokszor a
történelemben. Ezért aztán a politikatér két dimenziója a bíborosok szüle-
tési helyének Rómától vett távolsága és a konzervativizmusuk egy Google
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metrika szerint (azaz az X konzervatív? és az X liberális? angolul feltett
kérdésekben az el®bbi aránya). A legtöbbször kritikus bíborosok a legbefo-
lyásosabbak, így vélhet®leg ®k a legesélyesebbek a megválasztásra. Kóczy és
Sziklai (2015) számításai szerint a népszer¶ és elismert Erd® Péter szinte
esélytelen volt, míg a rangsort George Pell, Francisco Javier Errázuriz Ossa
és Jorge Bergoglio, a kés®bbi Ferenc pápa vezeti.
2.4.4. Stratégiai hatalmi indexek
Míz a konvex geometriákon játszott játékokban a játékosok jellemz®i zártak
ki bizonyos koalíciókat a stratégiai hatalmi indexek esetében megengedjük,
hogy a játékosok önkényesen kiválasszák, hogy mely játékosokkal hajandóak
együttm¶ködni és ezáltal mely koalíciókban hajlandóak részt venni.
Kóczy (2016b) megﬁgyelte, hogy a hatalmi indexek felírhatók, mint κi =
=
∑
C∈2N\∅ a
CµCi , ahol µ
C
i a játékosok koalícióban kapott jutalma és a
C a ko-
alíciók súlyozása,
∑
C∈2N\∅ a
C =1. Egy kétlépéses játékot feltételez, melynek
els® lépésében a játékosok nonkooperatív módon kiválasztják az elfogadható
nyer® koalíciók, s a második lépésben ebb®l a halmazból határozzuk meg a
hatalmi indexet, ami tulajdonképpen a játékosok kiﬁzetése.
14. Állítás. (Kóczy, 2016b) m A kritikus játékosokat is tartalmazó többlet-,
azaz nem legkisebb nyer® koalíciók elutasításra kerülnek.
15. Következmény. (Kóczy, 2016b) Bármilyen hatalmi indexreM⊇W∗.
Ennek megfelel®en az alábbiak azokra a hatalmi indexekre korlátozód-
nak, ahol a többletkoalíciókat nem vesszük ﬁgyelembe.
16. Segédtétel. Az i játékos elutasítása akkor és csak akkor nyereséges, ha
i hozzájárulása az elutasított koalícióban kisebb, mint általában, ahogy azt a
stratégiai hatalmi index mutatja.
17. Tétel. (Kóczy, 2016b) A nyer® koalíciók elutasítási játékának Nash
egyensúlyai között létezik egy, ami a legkevesebb elutasítást tartalmazza és
ez a barátságos egyensúlyi halmaz felírható mint
W∗ =
⋂
s∈F
W(s). (8)
18. Következmény. A φ∗ : φ∗(W) = φ(W∗) stratégiai hatalmi index jól
deﬁniált.
A 17 tétel szempontjából fontos az alábbi segédtétel :
19. Segédtétel. Az i játékos elutasítása akkor és csak akkor nyereséges, ha
i hozzájárulása az elutasított koalícióban kisebb, mint általában, ahogy azt a
stratégiai hatalmi index mutatja.
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Bár a stratégiai indexek meghatározása számítási szempontból bonyo-
lult, így például az Európai Unió tagországainak stratégiai hatalmi indexét
meghatározni nem kis feladat, a Segédtétel alapján bizonyos általános megﬁ-
gyeléseket tehetünk. Az EU-tag Németország közjó indexe (Holler és Packel,
1983) 5,56%> 118 , így Németországnak nem érdeke ennél nagyobb koalíciók-
kal együttm¶ködnie. Ez nem azt jelenti, hogy ennél nagyobb koalíciók nem
is jöhetnek létre, hanem, hogy a javak elosztásába nem számítanak bele.
2.5. Hatalmi indexek az Európai Unióban
Míg az Európai Unió jogel®deiben az egyetértéses döntéshozatalra töreked-
tek, a taglétszám növekedésével áttértek a min®sített többségi súlyozott sza-
vazásra, ahol a döntések a tagországok súlyozott szavazatai alapján d®lnek el.
Legalábbis ezt a döntési mechanizmust alkalmazzák az Európai Unió egyik
legfontosabb szervében, az Európau Unió Tanácsában, korábbi, ismertebb
nevén a Miniszterek Tanácsában.
1. ábra. Banzhaf indexek változása 2010 és 2015 között a népességek függ-
vényében
2.5.1. A lisszaboni reform
A Lisszaboni Szerz®dés megváltoztatta az EU döntési mechanizmusait, be-
leértve a Miniszterek Tanácsában alkalmazott szavazást. A cél kett®s volt.
Egyrészt a döntési képesség, azaz a nyer® koalíciók arányának növelése, ami
a korábbi 2% körüli értékr®l a hatszorosára n®tt. Másrészt a korábbi Nizzai
döntési mechanizmus f® elemét önkényesen, politikai alkuk eredményeképpen
elfogadott szavazási súlyok alkották. A súlyok nehezen követték az egyes or-
szágok lakosságának változását, egy b®vítés kivitelezése pedig egy politikai
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rémálom volt, hiszen az új tag miatt megváltozott hatalmi viszonyok a sú-
lyok újratárgyalására sarkallták a tagországokat. A Lisszaboni Szerz®dés óta
pontosan modellezhet® a döntéshozás a be-, vagy éppn kilépés után is. Mi-
el®tt erre rátérünk, nézzük meg a szabálymódosítás hatását. Kóczy (2011,
2012) a változások hosszútávú hatását elemezte a hatást alapvet®n két f®
részre bontva. Egyrészt megváltoznak a szavazati viszonyok a szabálymódo-
sítás közvetlen következményeként. Másrészt az új szabály szerint a szavazást
jelent®s részben a lakosságadatok döntik el, s így megnézhetjük azt is, hogy
a következ® évtizedek várható demográﬁai változásai hogyan hatnak a sza-
vazási viszonyokra.
20. Állítás. (Kóczy, 2011, 2012) A lisszaboni döntési mechanizmus els®-
sorban a nagy és a kis országokat érintette kedvez®en, míg a közepes méret¶
országok rosszul jártak.
(Kóczy, 2011, 2012) A változások legnagyobb vesztesei a közepes méret¶,
er®sen fogyó népesség¶ országai : Csehország, Magyarország, Bulgária...
21. Állítás. (Kóczy, 2011, 2012) Hazánk Shapley-értéke a korábbi 3,4 szá-
zalékról azonnal 2,2-re, majd 2060-ig, kb. 2,05 százalékra csökken.
2. ábra. Módosított hatalmi indexek a jelenlegiek százalékában és a népessé-
gek függvényében
2.5.2. A brexit
A Lisszaboni szerz®dés lehet®séget ad arra, hogy el®re megvizsgáljuk az
Egyesült Királyság EU-ból való kilépésének, az úgynevezett brexitnek a ha-
tását. Kóczy (2016a, 2018a) modelljében a többi tag kiﬁzetése kétféle módon
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változik. Egyrészt eggyel kevesebb taggal kell osztozkodni, és ezzel az egyes
országok befolyása jellemz®en n®. Másrészt a tagok hatalmi indexe nem más,
mint a közös er®forrásokból: a büdzséb®l, a különböz® programokból való
részesedés aránya. Mivel a britek a kilépés után már nem ﬁzetnek be a bü-
dzsébe, azt gondolnánk, hogy az országok többsége alapvet®en rosszul jár. Ez
az országok többségére igaz is, azonban a négy legnagyobb ország (Német-,
Francia-, Olasz- és Spanyolország) kifejezetten jól járnak a brit kilépéssel
(2 ábra). Bár a brexit hatásai igen sokrét¶ek, érdekes megﬁgyelés, hogy az
EU politikáját meghatározó országoknak nem állt érdekében visszatartani a
briteket.
Érdekes egyébként megnézni, hogy a Lisszaboni Szerz®dés és a brexit
hogyan változtatja meg a hatalmi viszonyokat az Unióban. Korábban volt
egy érdekes egyensúly az észak és dél, kelet és nyugat között, s így kialakult
négy szinte azonos súlyú régió: 1) Az alapító tagok, 2) EFTA tagok (és a
Baltikum) 3) Kelet-Európa, 4) Dél-Európa. A lisszabonni szerz®dés el®tt a
négy régió döntési képessége hasonló volt.
(a) Az Unió magja (b) Dél-Európa
(c) Észak-Európa, Baltikum, Auszt-
ria (d) Közép-Kelet Európa
3. ábra. Hatalmi index el®rejelzések négy országcsoportra. (A 2010-es Kóczy
(2012), aktualizált és Brexit utáni értékek szaggatott, folytonos és pontozott
vonallal.)
Mint ez a 3 ábrán is látható, a mag régió befolyása másfélszeresére n®, a
kevésbé integrációpárti volt EFTA tagok és volt kommunista országok befo-
lyása összességében megfelez®dik.
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2.5.3. További tagkilépések
Petróczy et al (2018) megvizsgálták, hogy mennyire robusztusok az ered-
mények és azt találták, hogy a kilépés utáni hatalmi indexek alakulásában
nagy a jelent®ség a tagok létszámának, pontosabban annak a paritásának.
Ennek oka, hogy az Lisszaboni Szerz®dés óta a tagok 55%-a szükséges a
nyer® koalíciókhoz, s így nem mindegy, hogy a kilépéssel változik-e a nyyer®
koalíciókhoz szükséges országok száma. Ha nem, akkor a kicsik, ha csökken,
akkor a nagy országok járnak ezzel jól. Így például egy brexitet követ® cseh
kilépést, a czexitet már nem néznék jó szemmel a nagyobb országok. Érde-
kes, hogy Lengyelország esetében viszont az országok min®sített többsége jól
járna.
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